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Los primos 𝑝 para los que 2𝑝 + 1 es primo se conocen como primos de Sophie Germain. La
siguiente proposición es una caracterización de dichos primos.
Proposición. Si 𝑝 es primo, 𝑞 = 2𝑝 + 1 y se tiene que 2𝑞−1 ≡ 1 mód 𝑞. Entonces, 𝑞 es primo.

Demostración de la conjetura 1. Por reducción al absurdo, supongamos que 𝑞 no es primo. El he-
cho de que:

2𝑞−1 ≡ 1 mód 𝑞

es equivalente a que 𝑜(2) ∣ 𝑞 − 1 = 2𝑝, donde 𝑜(2) denota el orden de 2 en el grupo (ℤ∕𝑞ℤ)∗.
Ahora bien, esto implica que 𝑜(2) ∈ {2, 𝑝, 2𝑝}. El primer caso no puede darse para 𝑝 ≥ 2 y, como
el primer primo es el 2, dicho caso no puede darse. Supongamos que 𝑜(2) = 2𝑝. Entonces, como
𝑞 no es primo,

2𝑝 = 𝑜(2) ≤ 𝜑(𝑞) < 𝑞 − 1 = 2𝑝.,

lo cual es una contradicción. Por tanto, 𝑜(2) = 𝑝. Como 𝜑(𝑞) es el orden del grupo (ℤ∕𝑞ℤ)∗,
𝑝 = 𝑜(2) ∣ 𝜑(𝑞) < 2𝑝. Por tanto, 𝜑(𝑞) = 𝑝. Ahora bien, si la factorización de 𝑞 es 𝑞 = 𝑝𝑎11 ⋯ 𝑝𝑎𝑟𝑟 ,
entonces

𝜑(𝑞) =
𝑟

∏

𝑖=1
(𝑝𝑎𝑖 − 𝑝𝑎𝑖−1).

Lo cual implica que 𝜑(𝑞) es par ya que todos los primos de la factorización de 𝑞 son impares. Por
tanto, 𝜑(𝑞) = 𝑝 = 2, pero en este caso 𝑞 es primo. De nuevo, una contradicción
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